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摘 要： 块稀疏信号是一种典型的具有特殊结构的稀疏信号，在压缩感知问题中，针对块稀疏信号的特点，提出

了一种基于子空间的块稀疏信号压缩感知重构算法．该算法每次迭代找到整个信号支撑块的估计，包含正确信号支撑
块所在空间的一个子空间，然后计算残差，并在下一次迭代时，通过回溯思想和最小均方准则修正更新上一次找到的

信号支撑块，最后直到残差为零，找到信号的整个支撑块，通过伪逆运算重构出源信号．本文证明了算法重构源信号的
充分条件，说明了算法的普适性．此算法有两个重要的特点：（１）由于引入回溯思想，因此重构概率较高；（２）复杂度较
低．通过仿真实验表明，该算法较已有大多数块稀疏信号重构算法的重构概率高，迭代次数少，在块稀疏信号的压缩感
知问题中具有重要意义．
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１ 引言

压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）［１，２］是 ２００６年由
Ｃａｎｄèｓ，Ｒｏｍｂｅｒｇ，Ｔａｏ和 Ｄｏｎｏｈｏ等人提出的一种新的信
号采样理论．ＣＳ理论指出：当信号具有稀疏特性时，可
以通过远小于信号长度的少量观测值来精确重构源信

号［３，４］．标准的 ＣＳ框架是在未知向量满足稀疏性或变
换域满足稀疏性的条件下，从少量观测值中得到未知向

量的恢复．自ＣＳ理论建立以来，已经提出了很多有效而
精确的重构算法，比较有代表性的包括基追踪（Ｂａｓｉｓ
Ｐｕｒｓｕｉｔ，ＢＰ）算法［５］和贪婪算法［６～９］等．但是标准的ＣＳ框
架没有考虑到源信号的结构，对于某些具有特定结构的

稀疏信号，这些重构算法没有利用信号的结构，因此重

构概率低．文献［１０］提出了基于模型的压缩感知，并分
析了实际中的一种典型稀疏信号———块稀疏信号

（ＢｌｏｃｋｓｐａｒｓｅＳｉｇｎａｌ），即，信号值不为零的地方是成块出
现的．基于这种稀疏信号的特点，Ｅｌｄａｒ等人进行了深入
研究，提出了一系列重构算法．其中，文献［１１］中指出，
块稀疏信号的重构是一个混合 ｌ２／ｌ１范数的优化问题
（Ｍｉｘｅｄｌ２／ｌ１ｎｏｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＰｒｏｇｒａｍ，ＬＯＰＴ），并通过标
准的凸优化软件包可以求解．此算法可以看成是 ＢＰ算
法的在块稀疏信号中的拓展．由于基于 ＢＰ的重构算法
复杂度高，文献［１２］又将匹配追踪（ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，
ＭＰ）、正交匹配追踪（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＯＭＰ）拓
展到块稀疏信号中，提出了块稀疏匹配追踪（ＢｌｏｃｋＭＰ，
ＢＭＰ）以及块稀疏正交匹配追踪（ＢｌｏｃｋＯＭＰ，ＢＯＭＰ）算
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法．文献中的实验表明这些算法较传统意义下的稀疏
重构算法有更高的重构概率．但是，ＢＭＰ和 ＢＯＭＰ算法
至少需要 Ｋ次迭代才能重构源信号，复杂度仍然较高，
为 Ｏ（ＫｍＮ），其中 Ｋ为块稀疏度，ｍ为测量次数、Ｎ为
信号长度，且容易造成错误匹配现象，对于实时性和精

度要求较高的场合并不适用．
针对以上算法的缺点，本文引入文献［７］的子空间

思想，提出了一种基于子空间的块稀疏信号压缩感知

重构算法．该算法每次迭代找到 Ｋ个信号支撑块（信号
值不为０的块的位置）的估计，并在下一次迭代时，利用
回溯思想［１３］修正上一次找到的信号支撑块，直到残差

为零时找到信号的整个支撑块，最后通过伪逆运算重

构出源信号．通过理论分析，本文证明了算法重构源信
号的充分条件，说明了算法的普适性．实验表明，本文
算法迭代次数少，复杂度低，且重构概率有了提高．

２ 块稀疏信号压缩感知理论

２１ 块稀疏信号模型

块稀疏信号的压缩感知模型如下［１０］：

ｙ＝Φｘ （１）
其中Φ∈ＲＲｍ×Ｎ为测量矩阵，且 ｍ＜Ｎ，ｙ为观测信号，
ｘ为块稀疏信号（ＢｌｏｃｋｓｐａｒｓｅＳｉｇｎａｌ）：
ｘ＝［ｘ１，…，ｘ{ ｄ

ｘＴ［１］

，ｘｄ＋１，…，ｘ２{ ｄ

ｘＴ［２］

，…，ｘＮ－ｄ＋１，…，ｘ

     

Ｎ

ｘＴ［Ｍ］

］Ｔ （２）

其中 Ｎ＝Ｍｄ，ｘ［ｌ］，（ｌ＝１，…，Ｍ）称为一个子块，块稀
疏是指大多数子块为零．定义块稀疏度 Ｋ：如果向量 ｘ
称为块Ｋ稀疏信号，则 ｘ［ｌ］至多有 Ｋ个不为０的欧几
里德（Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ）范数．由式（２）可见，当 ｄ＝１时，块稀疏
退化成一般意义下的稀疏．为简化问题，假设 ｘ［ｌ］等
长，都为 ｄ．块稀疏信号压缩感知的一个重要任务就是
如何利用源信号的特定模型更高效地重构出源信号．

与式（２）类似，测量矩阵Φ也按此分块：

Φ＝［φ１，…，φ{ ｄ
φ［１］

，φｄ＋１，…，φ２

     

ｄ

φ［２］

，…，φＮ－ｄ＋１，…，φ

     

Ｎ

φ［Ｍ］

］（３）

实际中很多稀疏信号都满足块稀疏信号的形式，

如多波段信号（ｍｕｌｔｉｂａｎｄｓｉｇｎａｌ）、ＤＮＡ阵列（ＤＮＡｍｉ
ｃｒｏａｒｒａｙ）、雷达脉冲信号（ｒａｄａｒｐｕｌｓｅｓｉｇｎａｌ）以及多测量
向量问题（ｍｕｌｔｉｐｌｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｖｅｃｔｏｒｐｒｏｂｌｅｍ）等等［１１］，
研究这些具有特定结构的稀疏信号重构算法具有重要

意义．
２２ 块稀疏信号重构算法

对于压缩感知中块稀疏信号的重构问题，文献［１１，
１２］提出了三种典型算法，目前块稀疏信号的重构主要
基于这三种方法，下面给予简单介绍．

（１）ＬＯＰＴ算法．该算法主要是解决下面的优化问
题［１１］：

ｍｉｎ∑
Ｍ

ｌ＝１
ｘ［ｌ

 

］２， ｓ．ｔ．ｙ＝Φｘ （４）

然后可转化为凸优化工具包（ｃｏｎｖｅｘｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｎｅ
ｐｒｏｇｒａｍ，ＳＯＣＰ）能解决的二次锥规划问题［１４］．

（２）ＢＭＰ算法．该算法主要步骤如下［１２］：
（ａ）初始化残差 ｒ０＝ｙ，在第 ｌ步（ｌ≥１）迭代的时

候，选择与残差 ｒｌ－１最匹配的块：

ｉｌ＝ａｒｇｍａｘ
ｉ
（ｍｅａｎ（ΦＴ［ｉ］ｒｌ－１ ）） （５）

（ｂ）确定 ｉｌ后，寻找 ｘ［ｌ］，使得：

ａｒｇｍｉｎ
｛ｘｌ［ｉ］｝ｉ∈Ｉ

ｙ－∑
ｉ∈Ｉ
Φ［ｉ］ｘｌ［ｉ

 

］
２

（６）

其中 Ｉ表示ｉｊ的集合，１≤ｊ≤ｌ．
（ｃ）更新残差：

ｒｌ＝ｒｌ－１－Φ［ｉｌ］Φ＋［ｉｌ］ｒｌ－１ （７）
（３）ＢＯＭＰ算法［１２］．该算法前两步和 ＢＭＰ相同，但

ＢＯＭＰ引入正交化思想，通过下式更新残差：

ｒｌ＝ｙ－∑
ｉ∈Ｉ
Φ［ｉ］ｘｌ［ｉ］ （８）

这样提高了寻找信号支撑块的效率和精度．下面
给出 ＢＭＰ和 ＢＯＭＰ算法框图：

从算法框图可以看出，算法主要由三部分构成：相

关最大化、更新信号支撑块、更新残差．其中算法在每
次相关最大化操作时只找到一个信号支撑块，对于块

稀疏度为 Ｋ的信号，至少需要 Ｋ次迭代才能恢复源信
号，算法效率偏低；且每次迭代找到信号支撑块后，便

不再改变，对于错误的支撑块，算法没有修复能力，导

致信号的重构概率不高．

３ 本文算法描述

针对 ＢＯＭＰ和 ＢＭＰ算法的缺点，本文引入子空间
思想［７］，提出了一种基于子空间的块稀疏信号压缩感

知重构算法．该算法每次迭代找到 Ｋ个信号支撑块的
估计，然后计算残差，并在下一次迭代时，利用回溯思

想修正更新上一次找到的信号支撑块估计值，最后直

到残差为零，找到信号的整个支撑块，通过伪逆运算重

构出源信号．算法框图如下：

根据框图，下面对算法的具体步骤进行详细阐述．
３１ 算法步骤

（１）设定算法输入：高斯分布测量矩阵Φ∈ＲＲｍ×Ｎ
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（列归一化），观测信号 ｙ，块稀疏度 Ｋ，算法迭代误差
δ，分块向量 Ｂ．对于式（２）描述的块稀疏信号，分块向
量的确定如下：

ＢＴ＝［１，…，{ １
ｄ

，２，…，{２
ｄ

，…，Ｍ，…，{Ｍ
ｄ

］ （９）

（２）初始化残差值 ｒ０＝ｙ，迭代次数 ｌ＝１，信号支撑
块 ｔ０＝ ，重构向量 ｘ^＝０．

（３）相关最大化：第 ｌ次迭代时（１≤ｌ≤Ｍ），选择与
残差 ｒｌ－１最匹配的子空间 ｉｌ，具体操作为：

ｉｌ＝ａｒｇｍａｘ
Ｋ
（ｍｅａｎ（ΦＴ［ｉ］ｒｌ－１ ）） （１０）

即测量矩阵转置后的每一块与残差相乘后，取绝对值

后再平均，最后选择最大的 Ｋ个值的标号赋值给ｉｌ，这
里的标号对应 Ｂ中的分组号（１，２，…，Ｍ）．

（４）回溯：^ｔｌ＝ｔｌ－１∪ｉｌ．
（５）最小均方准则：从 ２Ｋ个块中找出Ｋ个与空间

Φｔｌ距离最近的块ｔｌ：

ｔｌ＝ａｒｇｍａｘ
ｋ
（ｍｅａｎ（Φ ＋^

ｔ
ｌ
ｙ）） （１１）

其中Φ
＋^
ｔ
ｌ
＝（ΦＴ^ｔ

ｌ
Φｔ^

ｌ
）－１Φ

Ｔ^
ｔ
ｌ
为Φｔ^

ｌ
的伪逆．Φｔ^

ｌ
为 ｔ^ｌ对应的

测量矩阵Φ的列向量组成的矩阵．且 ｔｌｔ^ｌ．
（６）计算残差 ｒｌ： ｒｌ＝ｙ－Φｔｌ（Φ

＋
ｔｌ
ｙ）．

（７）判断步骤（６）中所述的第 ｌ次迭代后的残差ｒｌ
是否小于预先设定迭代误差δ，判断结果为是，则执行

步骤（１０），判断结果为否，则执行步骤（８）．
（８）判断步骤（７）中所述的迭代次数 ｌ的取值是否

大于分组数Ｍ，判断结果为是，则执行步骤（１０），判断结
果为否，则执行步骤（９）．

（９）将迭代次数 ｌ的值加１，返回步骤（３）．
（１０）输出重构向量 ｘ^＝Φ＋

ｔｌ
ｙ．

３２ 计算复杂度分析

本文算法的计算复杂度主要集中在相关最大化

（ＣｏｒｒｅｌａｔｉｏｎＭａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＣＭ）操作上［７］，即测量矩阵与
残差的乘积．因此为确定本文算法的复杂度，只需确定
精确重构需要的迭代次数．为此，采用文献［７］中的实
验测试方法．实验设置如下：

（１）测量矩阵Φ∈ＲＲｍ×Ｎ为高斯分布，ｍ＝２５６，Ｎ＝
５１２，分块大小 ｄ＝４．其中块稀疏度 Ｋ＝１，２，…，３０．随
机选定 Ｋ个块，分别在这 Ｋ个块上赋值得到所需的仿
真测试信号ｘ（幅度采用均匀分布或 ０－１信号）；在无
噪环境下通过式（１）得到测量信号 ｙ．

（２）对每个块稀疏度 Ｋ，算法精确重构２００次．得到
算法的平均迭代次数．

图３给出了算法的平均迭代次数随信号块稀疏度
的变化曲线．

图中表明，本文算法平均迭代次数满足 ｎｉｔ＝
Ｏ（ｌｏｇＫ）．所以在精确重构的条件下，本文算法的复杂

度可以较好地估计．算法每次迭代进行 ＣＭ运算需要
ｍＮ次乘法，因此算法总的复杂度可控制在 Ｏ（ｍＮｌｏｇＫ）
以内．

相比于其他三种算法，ＬＯＰＴ是基于凸优化的算
法，可以看成是 ＢＰ算法在块稀疏信号中的拓展，因此
其复杂度与ＢＰ算法相当，为 Ｏ（Ｎ３）［５］．ＢＭＰ和ＢＯＭＰ属
于贪婪算法，其计算复杂度也主要集中在 ＣＭ操作上．
ＢＯＭＰ每次ＣＭ找到一个信号支撑块，因此需要 Ｋ次迭
代，所以 ＢＯＭＰ的计算复杂度为 Ｏ（ＫｍＮ），而 ＢＭＰ比
ＢＯＭＰ少一个正交化步骤，因此复杂度也可以控制在
Ｏ（ＫｍＮ）以内［８］．所以在复杂度方面，本文算法均低于
ＬＯＰＴ、ＢＭＰ和 ＢＯＭＰ算法．

３３ 算法重构源信号的充分条件

定理１ 若 ｘ为一块大小为ｄ、块 Ｋ稀疏的信号，
则本文算法能重构 ｘ的充分条件为：

ρｃ（Φ
＋
０珡Φ０）＜１ （１２）

其中，Φ０∈ＲＲｍ×（ｄＫ）为测量矩阵Φ中与ｘ对应非零块组
成的矩阵 ，珡Φ０∈ＲＲｍ×（Ｎ－ｄＫ）为Φ中除去Φ０部分组成的
矩阵．且定义：

ρｃ（Φ）＝ｍａｘｒ ∑ｌρ（Φ［ｌ，ｒ］） （１３）

ρ为矩阵Φ的谱半径，Φ［ｌ，ｒ］为Φ中第（ｌ，ｒ）个 ｄ×ｄ
大小的块．

为证明定理之前，给出一些必要的定义以及引理．
首先，定义向量 ｘ的混合ｌ２／ｌｐ范数（ｐ＝１，２，∞）： 

ｘ２，ｐ＝

 

ｖｐ，其中 ｖｌ＝ ｘ［ｌ

 

］２ （１４）
若对于矩阵Φ∈ＲＲｍ×Ｎ，ｍ＝Ｒｄ，Ｎ＝Ｍｄ（Ｒ，Ｍ为

整数），矩阵Φ的混合范数定义如下：

 

Φ ２，ｐ＝ｍａｘ
ｘ≠０

Φ

 

ｘ２，ｐ 

ｘ２，ｐ
（１５）

引理１ 若矩阵Φ为ｍ×Ｎ大小，且 ｍ＝Ｒｄ，Ｎ＝
Ｍｄ，Φ［ｌ，ｒ］为Φ中第（ｌ，ｒ）个 ｄ×ｄ大小的块．则有下
式成立［１０］：

 

Φ ２，∞≤ｍａｘ
ｌ ∑ｒρ（Φ［ｌ，ｒ］）ρｒ（Φ） （１６）
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 

Φ ２，１≤ｍａｘ
ｒ ∑ｌρ（Φ［ｌ，ｒ］）ρｃ（Φ） （１７）

特别地，ρｒ（Φ）＝ρｃ（Φ
Ｔ）．

定理１的证明 根据３．１中算法描述知，算法的重
点是找到正确的信号支撑块，然后通过伪逆运算重构

ｘ，所以若算法能重构 ｘ，则等价于步骤（３）进行相关最
大化操作时每次都能找

到部分正确的信号支撑

块，即等价于下式成立：

珡ΦＴ
０ｒ

 

ｌ ２，∞

Φ
Ｔ
０ｒ

 

ｌ ２，∞
＜１ （１８）

即算法每次迭代后的残

差 ｒｌ与空间Φ０的距离比
与空间珡Φ０的距离近，可
通过图４的几何解释直观
说明．

于是只需由定理１推
出式（１８）即可．

因为：

ρｃ（Φ
＋
０珡Φ０）＜１且ρｃ（Φ

＋
０珡Φ０）＝ρｒ（珡Φ

Ｔ
０（Φ

＋
０）
Ｔ）

（１９）
所以有：ρｒ（珡Φ

Ｔ
０（Φ

＋
０）
Ｔ）＜１．

根据引理１的式（１６）有：

ρｒ（珡Φ
Ｔ
０（Φ

＋
０）
Ｔ）≥ 珡ΦＴ

０（Φ
＋
０）

 Ｔ
２，∞

＝
珡ΦＴ
０（Φ

＋
０）
Ｔ
Φ
Ｔ
０ｒ

 

ｌ ２，∞

Φ
Ｔ
０ｒ

 

ｌ ２，∞
（２０）

由伪逆的性质知Φ０Φ
＋
０ｒｌ＝ｒｌ，且Φ０Φ＋

０ 为Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩
阵，所以有：（Φ

＋
０）
Ｔ
Φ
Ｔ
０ｒｌ＝ｒｌ．

故：ρｒ（珡Φ
Ｔ
０（Φ

＋
０）
Ｔ）≥

珡ΦＴ
０ｒ

 

ｌ ２，∞

Φ
Ｔ
０ｒ

 

ｌ ２，∞

所以得到：

珡ΦＴ
０ｒ

 

ｌ ２，∞

Φ
Ｔ
０ｒ

 

ｌ ２，∞
＜１ （２１）

于是完成了定理１的证明．
对此定理的两点说明：

（１）在实际的数据传输中，源信号的一些先验知识
已知（如支撑块位置），可通过计算验证测量矩阵是否

满足充分条件．
（２）对于源信号未知的情况，可设计列向量归一化

且满足几乎正交的测量矩阵用于压缩过程．因为各列
之间的归一正交性，故Φ

Ｔ
０Φ０近似一单位阵，有：

Φ
＋
０ ＝（ΦＴ０Φ０）－１ΦＴ０≈ΦＴ０ （２２）

所以：

Φ
＋
０珡Φ０≈ΦＴ０珡Φ０≈０ （２３）

显然有ρｒ（Φ
＋
０珡Φ０）＜１，故满足定理１．

３４ 算法重构效果分析

根据２２节ＢＭＰ和 ＢＯＭＰ算法框图，以及３．１节的
本文算法的框图，从图中可以看出，本文算法与 ＢＭＰ和
ＢＯＭＰ有两个主要不同的地方：一是本文算法利用子空
间思想每次迭代时找到 Ｋ个信号支撑块的估计，而
ＢＭＰ和 ＢＯＭＰ每次只找到一个，这表明本文算法在复杂
度方面要低于ＢＭＰ和 ＢＯＭＰ；二是本文算法引入回溯思
想，在下一次迭代时可以修正上一次迭代信号支撑块

的估计，而 ＢＭＰ和ＢＯＭＰ没有这一步操作，导致了信号
支撑块一旦估计错误将不能进行修正，这表明本文算

法的重构效果更好．

４ 仿真实验

为验证本文算法对块稀疏信号的重构能力，实验

中将本文算法和 ＬＯＰＴ、ＢＭＰ以及 ＢＯＭＰ算法进行对
比．参考文献［１２］，实验步骤如下：

（１）随机产生一个高斯分布矩阵Φ∈ＲＲｍ×Ｎ，做列
归一化，由于测量矩阵随机产生，因此每一列几乎正

交，由３３中证明知满足定理 １．给定分块大小 ｄ以及
块稀疏度Ｋ，随机选定 Ｋ个块，分别在这 Ｋ个块上赋值
得到所需的仿真测试信号．

（２）在无噪环境下通过式（１）得到观测信号 ｙ＝
Φｘ，利用每种重构算法得到重构信号Ｘ^，若 Ｘ^－

 

ｘ２＜
１０－５则重构成功．

（３）对每种算法运行５００次，并计算重构概率．
本实验过程中，分别采用幅值为均匀（ｕｎｉｆｏｒｍ）随机

分布的信号和幅值为０－１的二值信号进行实验．测量
矩阵行数 ｍ＝８０，列数 Ｎ＝１６０，块大小 ｄ＝８，源信号的
块稀疏度 Ｋ＝１，２，…，１２，计算每种算法在不同 Ｋ值下
的重构概率，并绘制重构概率随块稀疏度的变化曲线．
实验结果如图５所示．

其中图５（ａ）是幅值为均匀分布的信号实验结果，
图５（ｂ）为０－１的二值信号实验结果．从图中可见，无
论对于哪类块稀疏信号，本文算法的重构概率比其他
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三种方法都有提高，相对 ＬＯＰＴ和 ＢＭＰ，本文算法占有
绝对优势；而相对ＢＯＭＰ，本文算法也有明显的效果，尤
其在 Ｋ＝８和 Ｋ＝９时，本文算法重构概率比 ＢＯＭＰ提
高了１５％以上，可见本文算法引入的回溯思想起了重
要作用，减少了寻找信号支撑块错误的几率．

５ 结论

本文提出了一种新的算法———基于子空间的块稀

疏信号压缩感知重构算法．此方法每次找到 Ｋ个信号
支撑块，并引入回溯思想对上一次找到的信号支撑块

进行修正，直到找到正确的信号支撑块，最后通过伪逆

重构源信号．本文也证明了算法重构源信号的充分条
件，说明了本文算法适用性广．通过仿真实验表明该算
法精度高，迭代次数小，复杂度可控制在 Ｏ（ｍＮｌｏｇＫ）以
内，对于精度和实时性要求较高的场合具有实际意义．
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